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Introducao

Geometria, Algebra e Calculo estio disponiveis no programa educativo de
geometria dindmica GeoGebra, galardoado em numerosas ocasides, um software que
conjuga geometria e dlgebra. Esta escrito na linguagem Java, em cédigo aberto e fun-
ciona em qualquer plataforma (Microsoft Windows®©, Linux, Macintosh©, etc).

Permite construir de modo simples, pontos, fiquras, segmentos, rectas, vectores,
conicas e também graficos de fun¢des dinamicamente modificaveis com o rato. GeoGe-
bra também admite expressdes como: g: 3x + 4y =7 ou c: (x - 2)? + (y - 3)? = 25 e ofe-
rece uma gama de comandos entre os que cabe destacar a derivagio e a integragao.

A caracteristica mais destacavel de GeoGebra é a percepgao dupla dos objectos:
cada expressao na janela de Algebra corresponde a um objecto da Zona de Grificos e

vice-versa.

Este guia rapido permite familiarizar-se com GeoGebra, examinando trés exem-

plos:

Exemplo 1: Tridngulo circunscrito numa circunferéncia.
Exemplo 2: Tangentes a uma circunferéncia.

Exemplo 3: Derivada e tangente a curva representativa da fungdo num ponto.
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Ao iniciar o programa surge a seguinte janela:

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
= \ =
Y Il Pl @_‘-ci': . || aec '%»| as
| Objectos livres X 104
| Objectos dependentes
| Objectos auxiliares
= Janela de
graficos
54
Janela de
algebra
a4
2]
o
& 4 3 o 3 3 & & 10 12
24
Linha/entrada =
de comandos
Modo: Mover wiy=1:1
’ Entrada: H ||Comand0... v

E constituida por trés partes:

e A Janela da esquerda ou janela de dlgebra, onde aparecem indicagdes dos

objectos (coordenadas de pontos, equagdes de rectas, de circunferéncia, com-

primentos, areas ...);

e Ajanela da direita ou janela de grdficos ou ecra de gréficos onde aparecem

os pontos, figuras geométricas, ...). Apresenta um sistema de eixos coordena-

dos;

e A linha/entrada de comandos, zona destinada a entrada dos coman-

dos/condi¢des que definem os objectos.
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Possivel activar/desactivar a janela de Algebra, a janela dos grificos e a linha de comandos

(se necessitarmos), utilizando o menu Exibir:

S8 COpgdes Janela  Ajuda

<--
Grelha
Actualizar janelas Ctrl+F |
v Janela de algehra Clrl+A

v Objectos auxiliares G~

v Divisdo horizontal

v Campo de entrada
v Lista de comandns | ===

Barra de navegatdo para a os procedimentos

= Protocolo de construgdo .

Com a ajuda do rato e com os botoes da barra de ferramentas vamos construir figu-
ras sobre a janela de grificos). As coordenadas e equacOes aparecem na janela de
dlgebra.

Na linha/entrada de comandos podemos introduzir directamente as coordena-
das, as condi¢des, comandos, e as expressdes que definem as fungdes que logo de

seguida, sdo representados na Janela de Grdficos ao accionar a tecla Enter.

Um exemplo:

Desenhar a circunferéncia definida pela condicio: (z —2)° + (y —4)’ =16

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

_4 Objectos lives X ]
L (X -2F - 4F =16 e

|| Objectos dependentes g |
| Objectos auxiliares

4 2 [ 2 Ta [ 8 10
2]
'4_/.
Modo: Deslocar eixos / ¥iy=1:1
[ Entrada: ] | Co-27+ (- 4P =16 [ | |Cumando -
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Exemplo 1:

Circunferéncia circunscrita num tridngulo

1° Tarefa: Construir uma circunferéncia circunscrita num tridngulo.

1° passo: Construir o triangulo [ABC]

- Seleccionamos com um clique o botao

e

=

,/'/ Recta definida por dois pontos

./' Segmento definido por dois pontos
.3 Segmento com dado comprimento a parir de um ponto

,/', Semi-recta definida por dois pontos

./. Wactor definido por dois pontos

-

" Yectar a partir de um ponto

Seleccionamos de seguida a opcdo Poligono e na zona de Grificos damos um cli-

que para definir o primeiro vértice A e em seguida o ponto B depois o ponto C

e novamente o ponto A, dando um clique sobre este.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
a J ;
Al O L || 28e]] 2 26
%v ki o=y ki o ki ki
A
B

Modo: Apagar ohjectos B ) ) xiy=1:1
’ Entrada: Hc:(x-2)=+(y-4)=:16 |Comand0... w
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- Activamos a opg¢do mediatriz;

) —

Recta perpendicular
= w et

—
__— Recta paralela

Mediatriz
.(: Bissectriz
#D Tangente
p Recta polar

- Damos um clique sobre dois dos lados do triangulo;

@ GeoGebra

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

L ]
DEEN R EER X

A/ A/ kT A k*/ A*/ A/
A
=]

Modo: Mediatriz wiy=1:1
[ Entrada: ]|c:(x-2)’+(y-4)’:16 2 v||a v||Comand0... v”l

Guia rdpido de referéncia do Geogebra | www.geogebra.at


http://www.geogebra.at

- Para alterar a linha para tracejado, com o botao do lado direito do rato sobre a recta,

dé um clique, abrindo-se um menu de contexto:

@GeoGebra
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

A
L ]

D

k%)

>lx)|9,

B

by (O B[ 5

ABC

7

Recta e: Mediatriz de a
Equagdoy=mx+h
Farma parametrica
v exibir objecto
exibir ratulo
activar trago
Objecto auxliar
& Redefinir
B¥ campo de entrada B
. Apagar
o Renomear
] Propriedades =

=

Modo: Mediatriz wiy=1:1

@] [ Entraa: || o2+ - 4718

|
= v||ct v||CDmandD... v|ﬂ

- Dé um cliqgue na opgdo propriedades e altere-se o estilo da recta para tracejado:

—

Propriedades

Chjectos Propriedades

Fonto & _— .

exibir objecto  Cor

Fonto B M ) !I]
PDthDC [ exibir rétulo:
Faligono P

Segmentoa [] Exibir Traga

Seqgrmento b

Segmento © Equagdo: |ax+b\,r:|: V|
Fectad

e Estilo das rectas: hd

Espessura dare
— >

[ Chjecta auxiliar

Aplicar ] [ cancelar
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- Obtém-se:

[9(=led

T

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela  Ajuda

DB ERCIEE

Modo: Mover wiy=1:1
Entrada cof- 27+ fy- 4P =16 Cormando ... ~
—_—

Determina-se de seguida a interseccdo das duas mediatrizes (circuncentro). Para este

efeito selecciona-se o opgdo intersecgio de dois pontos do botéo‘ A

A
]

.A Moo ponto /

X Interseccdo de dois objectos

L ]
_0 Fonto médio ou centra

Em seguida dé um clique sobre as duas rectas para obter o ponto de interseccao

(circuncentro);

@ GeoGebra

Ficheiro Editar Exibir Opgies Janela Ajuda

DIEVEE|I

T

Modo: Mover - wy=1:1
Entrada: ‘ CoE- 2T+ - 47 =16 |‘Comando : VH
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- Para acabar o exemplo é necessario definir a circunferéncia com centro em D

(ponto de interseccdo) e que passa num ponto (por exemplo A);

B —

l @ Circulo definido pelo centro e um dos seus pontos

@ Circulo definido pelo centro e raio

Q Circulo definido por trés pontos

P Semicirculo dados dois pontos

.'i Areo circular dados o centro e dois pontos
q Arco circular dados trés pontos NS N
Q Sector circular dados o centro e dois pontos

Q Sector circular dados trés pontos

G Cdnica definida por cinco pontos

@ GeoGebra
Ficheito Editar Exbir Opgfies Janela Ajuda
@ %
9 v 9 7 ] g v 9] b
\

\ ~

A}
Modo: Girculo definido pelo centro e um dos seus pontos i xy=1:1
I | = ][« ][comanus v

- Obtemos a circunferéncia que circunscreve o tridngulo. Se agora arrastar um

dos pontos pode verificar que a construgdo se mantém assim como todas as

relacdes associadas.

L]
|| | l . )l AEIC_
.............. - v v v v v | ¥ v i)
~ |
g 1
~
LY |
~
*
Modo: Mover ) I . ) ) iy=1:
[ Entrada: Hc: G-27+(y-47=16 |u v| |Cumand0
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Alguns truques:

- O comando Desfazer (Ctrl+z) do menu Editar é muito ttil para rectificar e anular a(s)

ultima(s) operagao(oes);

- Todo o objecto pode ficar invisivel se desactivar a opgao exibir objecto do menu de

contexto quando sobre aquele dé um clique com o botdo do lado direito do rato;

Ficheiro Editar Exibir Opgies Janela Ajuda

O

B
Ponto B

Coordenadas p

v exibir rotulo
activartrago
Objecto auxiliar
# Redefinir

| 4 Apagar

Modo: Maover

R Renormear

[ Entrada: Hc(x—z)=+(v—4)‘=1ﬁ

Campo de entrada

= Propriedades v

olares

wy=1:1

- O comando Desfazer (Ctrl+z) do menu Editar ¢ muito util para rectificar e anular a(s)

ultima(s) operagao(oes);

- Todo o objecto pode ficar invisivel se desactivar a opgdo exibir objecto do menu de

contexto quando  sobre
aquele dé um cligue com o
botdo do lado direito do
rato; Permite também alte-
rar a cor a espessura, etc,
dos objectos;

- Pode activar a janela de dlge-
bra e a linha de comandos
quando quiser para termos
acesso quer as coordenadas

dos pontos quer as condi-

¢des que definem quer a

Ficheiro Editar Exibir Opgies Janela Ajuda

B )4

4 Objectos livres x
@ A={8.6F,5.7)
- @ B={10.23, 0.9) \
@ €= {0.37,0.57) .
29 Objectos dapendentes
@ D={53,0.78)
- @ P=24.44

@ a=087
- @ h=7.38

@ ©=6.63
- @ d: 5.3% - 5,13y = -32.07
- @ e 9.8 + 033y = 52.54
O Ttk - B3+ by - 0.78F = 2437
| Ohjectos auxiliares

Modo: Mover

[ Entraca ]|c (- 27+ - 47=18

circunferéncia quer das rectas;

Guia rdpido de referéncia do Geogebra | www.geogebra.at


http://www.geogebra.at

- O protocolo de construcdo estd disponivel no menu Exibir permite editar os

passos dados para a construgao de uma actividade:

[®] protocolo de construcao E]

Ficheiro Exibir Ajuda

M&o ‘Nome |Deﬂni;éo |A\gebra
1 Ponto 4 A= (567, 5.7)
2 PontoB E=(10.23, 0.8)
3 PontoC C=(0.37,0.57)
4 Poligona P Faoligono &, B, C F=2444
4 Segmentoc Segmentals, B] de Poligono | = 6.63
4 Segmento a Segmenta[B, ©] de Poligono |a=9.87
4 Segmento b Segmento[C, A] de Poligono b =738
5 |Rectad hiediatriz de b d:-5.3%- 5.13y=-32.07
6 |Rectae hiediatriz de a e 987x+0.33y=521454
7 PontoD ponto de intersecgdode e, d D= (5.3, 0.78)
8 Circulof Circulo com Centro D f (- 5.3+ (- 0.FEF= 24

(W [« Jes[ » ][ ¥ ]

Construcao utilizando a linha de comandos

Para construir o mesmo tridngulo através da utilizagdo da linha de comandos ou campo de

texto.

Abra um novo documento (Ficheiro > Novo ou CTRL+N) e introduza os seguintes comandos

accionando a tecla Enter no final de cada comando introduzido:

A= (2,1)

B=(12,5)

= (8, 11)
Poligono[A,B,(]
m_a=Mediatriz[a]
m_b=Mediatriz[b]

M = Interseccao[m_a,m_b]

Circulo[M, A]

GeoGebra

Ficheiro Editar Exdhir Opgdes Janela Ajuda

k) )

_4 Objectos livres

@ A=(2, 1)

-3 B=1012,8)

@ C={8, 11

4 Objectos dependentes
@ M= (6.05,5.37)
@ P=38

- @ a=7.21

- (@ b=11.66

- @ c=1077

- @ i (d - 6.05)° + (¥ - 5.37) = 3551
ey M3 4% - By = -8

- (3 M 6%+ 10y =90

| Objectos auxiliares

Moda: Ampliar

wiy=1:1

Entrada: Comando ... ~
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Alguns truques

- Depois de se comegar a introduzir as primeiras letras de um comando este
completa-se. Se desejar o comando basta accionar a tecla Enter se ndo for esse o
comando pretendido deve continuar a introduzir as restantes letras para o

GeoGebra o reconhecer:

- Um clique sobre o botdo de insercao de comandos (situado no lado direito da

linha de comandos) permite introduzir directamente o comando desejado.

Wodo: Ampliar ¥iy=1:1

[ Entrada: H

2 v||a v|

Comando ...
Apagar
Arca

Comandos ) Arcocircunferéneia

Arcodecircunferéncia

AT 3] 1S

Assimptota
Baricentro
Bissetriz v

Exemplo 2:

Tangentes a uma circunferéncia

Objectivo: Representar com GeoGebra a circunferéncia de equagdo (x - 3)?> + (y - 2)? = 25 e as duas

tangentes que passam por um ponto A de coordenadas (11, 2).

@GeoGebra
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

4 Ohjectos livres * a
@ C=11,2)

LD C-3F+y-2F=25
24 Objectos dependentes
@ a:-3.9x- 4.88y = 52.68
“oo @ b 3.9% - 4.88y = 33.18
|| Objectos audliares

nodo: Apagar ohjectos ¥iy=1:1

[ Entraca: ]| ‘Comando. v‘
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Pode introduzir na linha de comandos:
- A equacdo da circunferéncia c: (x - 3)2 + (y - 2)2 = 25 e accionar a tecla Enter;
(Truque: o expoente 2 estd disponivel no menu situado imediatamente a direita da linha de comandos);

- O comando c¢=centro[c] e accionar Enter;
- O ponto A = (11, 4) para desenhar o ponto A;

Passe as opcoes dos menus para prosseguir:

- Seleccione Tangentes no menu do quarto icone e seleccione com um cligue o

ponto A e a circunferéncia c.

- Accione a tecla Esc e em seguida arraste o ponto A. Verifica ao lado que, as
condicdes que definem as tangentes alteram-se dinamicamente assim como as

coordenadas do ponto A.

Alguns Truques:

- Para aproximar a imagem com o comando zeem, basta dar um clique com o
botao do lado direito do rato e seleccionar o tamanho desejado ou entdo obter
uma janela de zoom através do botdo ampliar ou reduzir dando varios cliques

até obter o zoom desejado.

v

4%» Deslacar aixos

& ampliar

2, Reduzir

y Exibir f esconder ohjeto
A A Exibiri esconder rdtula
<« Copiar estilo visual

A Bpagar objectos
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Exemplo 3:

Derivada e tangente a curva representativa da funcdo num ponto.

Objectivo: Representar graficamente a fungio seno, sua derivada e a tangente a curva no ponto,

assim como o tridngulo ilustrativo do declive da mesma.

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

B >
®

4 Ohjectos livres

- @ &= (5.36, -0.8)
e () (%) = singx) 41
4 Objectos dependentes
@ B=(536,0.6)

@ {x) = cos(x)
@ m=06
L)ty =006% - 4.01
"] Ohbjecios auxiliares

hiodo: Mover ¥iy=1:1

= 9[« 8 [comanao . 3

Opcao 1: O ponto esta sobre o grafico que representa a funcao f

- Introduza na linha de comandos a funcao definida por f(x) = sin(x) e accionar a
tecla Enter.

- Seleccione a opcao Nove Ponto e dé um clique sobre a representagdo grafica da fun-
¢do f para criar um ponto A sobre o graficode f .

- Active a opcao Tangentes e dé um clique sobre o ponto A e sobre a grafico de f.
Renomear t a tangente (dar um clique com o botao do lado direito sobre ela e
Renomear)

- Introduza o comando m=declive[t].

- Seleccione a opgao Mover e arraste o ponto A observando o movimento da recta tan-

gente.

- Introduza B = (x(A), m) e active o traco deste ponto (clique direito com o botdo do

rato sobre B e Activar traco).
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- Seleccione a opgao Mover e arraste o ponto A observando o tracado da funcdo deri-
vada provocado por B.

- Introduzir o comando derivada[f].

Opcao 2: Ponto pertencente ao grafico de [ (utilizagdo da linha de comandos)

Vamos realizar a mesma construcao anterior mas de outro modo. Para comecar, seleccionar
Ficheiro — Novo para abrir um novo documento. De seguida introduza na linha de comandos os

comandos seguintes, digitando Enter no final de cada comando:

f(x) - sin (x) Ficheiro Editar Exibir Opg@es Janela Ajuda
(o] 3 >
Ponto [f (x) ] 4 Objectos livres X- 10
@ A=(D,!])
ax= )((A) jcﬂ:jfe(:t)o;:g];:]nuemes
@ B=10,1) R
@, =0
t = tangente[a_x,f] 3 o ~coste)
s o
m - declive [t] | Objecfos auxiliares
2
B =(x(A), m)
° 21
Derivada[f] - 8 o
AP PP B 2
i - - -
2
t 1
hoda: Mover y=1:1
[ Entrada: I | ‘ |Cumandu - v

Selector: Também se pode controlar o valor de

Propriedades X
numero a utilizando um selector: dé um clique | 2= ieptiedades
g [ exihir objecta Cor:E]
com o botdo do lado direito sobre o ponto a na 9] exior s
[] Objecta fika

janela de Algebra e seleccione a opcao proprieda-

Posigdo absoluta do ecrd

des e em seguida defina o intervalo de variacdo A
Espessura da recta
dea.
Y
1 3 a 7 q 11 13
Seleccione o modo Mover e dé um cligue sobre o e
—_— min: ‘-2 | mas | 4
namero a. Accione as teclas de movimento de cursor —
para modificar o seu valor. —_— o AL
Incremento:
[[] Ohjecto auxiliar

Imediatamente o ponto A e a recta tangente des-

locam-se ao longo do grafico da fungdo f.
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Truque: os selectores e as teclas de movimento de cursor sdo especialmente tteis
para trabalhar com parametros, por exemplo a, b e ¢ na fungdo quadréatica defi-

nida por y = az’® + bz + c.

Tangente sem recorrer ao comando

GeoGebra também trabalha com vectores e equagoes paramétricas. Assim sera possivel
construir uma recta tangente ¢ sem haver necessidade de recorrer ao comando Tangen-
te[]. Para provar, apague a tangente da figura, com clique com o botdo direito sobre
a recta e seleccione Apagar. De seguida introduza os comandos seguintes:

v = (1, f'(a)) o simbolo * a utilizar em f (x) deve ser o que se encontra na tecla que contém o ponto de
interrogagao)

X=A+k~v
v é um vector director da recta tangente t. Pode-se utilizar, em lugar de k, qualquer outra letra como pardme-
tro.

] GeoGebra
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

A L]
L ] -.
¥

/ asz

=)

©

7

ABC

v

xR

B 3y ]
_4 Objectos livres ™
@ A={13,0.986)

o () F{K) = Sin(x) N

v v

_14 Ohjectos dependentes

=0 a=13

D X = (1.3,0.96) + k (1, 0.27)
e w=(1,027)

"1 Ohjectos auxiliares

< | d
Moda: Mover woy=1:1

[ EATREE \—H:Hul Comando ... v
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Outros truques

- H4 outra possibilidade adicional para construir a tangente a partir do vector director
t = Recta[ A, v].

- Experimente também o comando Integral [f].

@ GeoGebra - integral ap_pt.ggb

Ficheiru Editar Exihir Opgﬁes .Janela Ajuda
L ]
=2 &
DRENCEE S s
4 Objectos livres [
----- 3 A=(2,0) n=6 10 lfxy=xr10-x2/4+5 |
..... ] B={4, ﬂ)
----- P fxy=w"r10-x*i4+5 .
..... Jn=6
_4 Ohjectos dependentes s
----- O R =002x%-0.08x+52%
----- P a=27.72 .
----- © h=4.63 F(X)=0.02x*-008x*+5x
----- @ c=3235 6
..... @ e=30
| Ohjectos auxiliares
4
cfF 3235
27 e=|30
A T B
4 3 o 2 1 & P 10 12
d=37.72
27 Regra de Barrow
F(b)-F(a)=30
f
Modo: Inserir texto
. Entrada: 2w o v | Comando .
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Para saber mais ...

Estdao convidados a visitar a pagina web de GeoGebra www.geogebra.at onde encontrardo

muita informacgao complementar e diversificada como... a tltima versao do programa!

GeoGebra também permite criar facilmente paginas web dindmicas porque ndo sé exibem
como permitem a interaccdo desde qualquer browser (como Firefox, Netscape, Safari o
Internet Explorer). A pagina web de GeoGebra oferece exemplos de este tipo além de outras

informacdes e recursos.

Pagina web de GeoGebra www.geogebra.at
Foérum de Utilizadores de GeoGebra www.geogebra.at/forum
GeoGebraWiki - banco de ficheiros educativos www.geogebra.at/en/wiki

Para qualquer sugestao sobre o programa pede dirigir-se em inglés ou alemdo ao autor Mar-

kus Hohenwarter( Markus.Hohenwarter@sbg.ac.at) ou em portugués de Portugal a Jorge Geraldes

(jmbgeraldes@sapo.pt | www.jgeraldes.net).

Tradugio e adaptagio em Portugués (de Portugal) de Jorge Geraldes.
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